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CAPITULO Técnicas de Integracdo
Usando o Maple

Objetivos Deste Capitulo

Aprender 0s seguintes métodos manuais de integracao:

Mudanca de variével
Integragcdo por partes
Substituicao trigonométrica
FracOes parciais

Integracdo numérica

AWM P

Comandos do M aple Usados Neste Capitulo

changevar(x =10*tan(theta),
C, thetd); Parte do pacote student. O comando realiza a mudanga de varidveis em um
integracdo.
expand(c2); O jafamiliar comando para distribuir os produtos nas somas.
isolate(eq, Int(exp(x)*sin(x), X)); Parte do pacote student, similar ao comando solve.

op(1, cl); Extrai subexpressdes de uma expressao.

Simplify(cl, symbolic);  Utilize esta forma do comando simplify quando estiver
trabalhando com raizes.
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Solve(eg, Int(exp(x)*sin(x), x)); O comando solve pode resolver uma integral na forma
inerte, efetivamente isolando-a no lado esquerdo da equagéo.

A Necessidade Das Técnicas de I ntegracao

Se vocé completou o Maple Lab do ultimo capitulo, vocé ja chegou a conclusdo que o
importante é ser capaz de montar uma integral e dypois deixar o Maple resolve-la. Vocé
pode deixar que o Maple tome conta de duas coisas. achar a antiderivada e fazer as
computacOes mateméticas, assim como substituir pelos limites de integracdo. Vocé pode se
aventurar numa classe superior de problemas quando vocé usa um sistema de computacéo
algébrica. A razéo é que vocé ndo tem a necessidade de ter na memoria uma lista imensa de
formulas para antiderivadas antes que vocé possa tentar resolver os problemas de integral .

Algumas vezes, porém, o Maple precisa de gjuda. E possivel que uma expressio possa ser
integrada sem que o Maple consiga encontrar a resposta.  Se vocé sabe algumas das
técnicas de integragcdo, vocé pode ser capaz de gudar o Maple, até que encontre a resposta.
Também é Util saber algumas dbs formas que 0s mateméticos integravam expressoes antes
da facilidade da computacdo agébrica. (Até porque alguém tinha que programar os
algoritmos do Maple)

Este capitulo demonstra as técnicas mais comuns para integrar expressdes um ou dois
niveis de dificuldade acima das férmulas basicas. Estes métodos gjudam a compreender a
mecanica de achar uma antiderivada. Muitos dos exemplos requerem comando que sao
encontrados no pacote student. Este pacote € uma colecdo de rotinas que o gjudam a
visudizar parte do calculo. Como o Comando middiebox que vocé ja conhece e outros
comandos que vao gjudalo a realizar resolugdes passo a passo de problemas de integracéo.
Emita o comando

>with(student);

Pare certificar-se de que todas as rotina usadas neste capitulo estéo disponiveis em sua
secdo do Maple.

Mudanca de Variavel

Considere atarefa de achar a antiderivada de C\)I@ dx . O integrando € composto de duas
X

funcbes elementares, In(x), e 1/x. A antiderivada de In(x) é xIn(x) -x, e aantiderivada de 1/x

é In(x), mas, qual a antiderivada de In(x)/x? Como o fato de sabermos antiderivadas

elementares pode nos gjudar a resolver um problema de integracdo quando as duas funcdes

sd0 multiplicadas juntas?
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A observacdo chave é que estaintegral pode ser transformada em um problema el ementar
pela mudanca de variavel. Sendo u = In(x). Entdo, o diferencial de u € du = 1/x dx. Logo, a

mudanca de variavel, u = In(x), transforma (‘)Ide em cudu( ultima integra € uma
X
dementar.) Aplicanos a féormula da leé da poténcia, j& que u = u', paa obter

- 1 . -
Oldu= 3 In(x)* +C e findmente podemos substituir novamente e trocar u com In(x) e du

JIn(x)

com 1/x dx para obter OT dx = % In(X)? + C. N6s achamos a resposta para o problema

de integracdo por mudanca de variavel.

Exemplo 7-1
& In( X)
Ache Q—X dx.

Resolucéo : Esta é uma integra definida. No caso de integrais definidas, nds podemos

evitar are-substituicéo desde que nos lembremos de mudar os limites de integragdo quando
fizermos a substituicdo In(x) = u. Ja que In(1) = 0 e In(e) = 1, a mudanca de variavel

produz = éJdu. Sabemos que a solugdo da ultima integral é (/2. Avaliando esta expressio

a0 limite superior temos %, e ao limite inferior, 0. Logo o valor desta integral definida € 2.
Este resultado é facilmente verificado usando o Maple.

>int(In(xX)/x, x =1..exp(1)) =int(u,u=0..1);

1.1

2 2
Nos chegamos a uma importante conclusdo. No caso de integrais definidas, se 0 problema
puder ser resolvido pela mudanca de varidvels.

1
Suavez. Calcule @p sn(x) cos(x)dx. Dica: aceite sSin(x) = u e calcule du.
Resposta:

O pacote student contém um comando chamado changevar para guda-lo a verificar o seu
trabalho quando redlizar uma mudanca de variavel. O comando é um pouco
“temperamental” quanto a questdo de como a relacdo da varidvel é escrita. NOs 0 usamos
aqui para checar atransformagéo no Exemplo 7-1:
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>Int(In(x)/x, x = 1 .. exp(1)) = changevar (In(x) = u, Int(In(X)/x, x =1 .. exp(1)));

(5—In( X) dx = éjdu

X
O comando fez 0 seu trabalho. A integral foi transformada em uma integra elementar e
confirmou o0 nosso trabalho de papel e |&pis no exemplo 7-1. Note, porém, o efeito de

escrever a equacdo da mudanca de varidvel ao contrario:
>Int(In(X)/x, x = 1 .. exp(1)) = changevar (u = In(x), Int(In(x)/x, x = 1 .. exp(1)));
Error, (in changevar) usage ; changevar(g(@) = f(b), F( .. ), b)

Escrever a equacdo desta forma confundiu o Maple. Vocé pode clarear o que quer dizer
especificando ao Maple o nome da variavel a ser transformada, neste caso, u listando-o
como terceiro parametro do comando:

>Int(In(x)/x, x = 1 .. exp(1)) = changevar (u = In(x), Int(In(x)/x, x = 1 .. exp(1)), u);

< In(x)

O
Agora o Maple entende! Quando estiver usando o comando changevar, lembre-se do que
fazer se receber uma mensagem de erro a respeito de seu uso: trocar o lado direito com o
lado esquerdo da equacdo ou dizer a0 Maple o nome da nova varidvel usando um terceiro
parametro no comando. A melhor maneira € sempre dar o terceiro parametro ao comando.

dx = épdu

Exemplo 7-2

Pode nd ser obvio qud relacdo da mudanca de variavel vai funcionar. O comando
changevar rediza o trabalho de testar diferentes equactes bem mais simples. Use-0 para
simplificar

.arcsin(sx)

1- 25x°
Resolucéo A escolha da mudanca de variavel ndo € obvia para quaquer pessoa que néo
tenha feito um problema similar anteriormente. Ja que a funcdo arcsine parece ser a mais
problemética, pode ser uma boaidéia elimina-la pela transformagédo x = sin(u):

C:= dx.

>chnagevar (x = sin(u), ¢, u);

arcsin(ssn(u)) cos(u)

1- 25sin(u)?
Agora as coisas parecem mais complicadas, mas antes de tentar algo completamente
diferente observe que a expressdo seria simplificada se tivéssemos arsin(sin(u)) ao invés de
arcsin(5(sin(u)). Tente a substitui¢éo, 5x = sin(u);
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>changevar (5*x = sin(u), ¢, u);

Jarcsin(sin(u)) cos(u) du

5,/1- sin(u)?
Agora temos arsin(sin(u)). Porque o Maple ndo simplificou? Arcsin(x) ndo é uma funcao.
Possui infinitas solugdes para qualquer u. Para instruir o Maple para aceitar como funcéo,
use simplify ... symbolic:

>simplify (changevar (5*x = sin(u), ¢, u), symbolic);

% Oydu
ﬁ:zhegamos amesmaintegral do exemplo 7-1, exceto pelo fator 1/5. Seu valor é obviamente
/10 + C.

Existe alguma outra transformacio que simplifique a integra? Tente u = +/1- 25x* . O
resultado é

>ex1 := smplify(changevar (u = sqrt(1-25*x"2), c, u), symboalic);

5 V1- u?
Desde que o termo de raiz quadrada no denominador é a derivada do termo de raiz
quadrada do numerador, exceto por um termo constante, podemos continuar substituindo v

= 1- u°.

>simplify(changevar (v = sgrt(1-u”2), ex1, v), symbolic);

1 arcsin(v)

5™ 1 v2
Infelizmente tudo que conseguimos fazer foi aplicar a transformagéo
>changevar (v = 5*x, ¢, v);

dv

larcsin(v) Y

% V1- V2
Esperamos que este exemplo tenha mostrado que existe um risco de andar em circulos
quando procurando por uma mudanca de varidvel adequada. Ainda, € a Unica maneira de

ganhar experiéncia é tentando e errando.

L sng)

3 1+ co§(q )

Sua vez. Ache uma possivel mudanca de variavel para c := dq. Dica tente
x? =cos(q) e procure outra transformag&o simples.

Resposta:
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I ntegracao Por Partes
A formula para a integracdo por partes pode ser encontrada expandindo o diferencial do

produto de duas fungdes, u e v.

>D(u*v);

D(u)v + u D(v)
A antiderivada deste diferencial tem que ser uv, enguanto a antiderivada da forma

expandida tem que ser cydu+cydv. Tradicionamente a formula € escrita

c‘pdv =uv- c‘)/du.

A integracdo por partes € uma ferramenta poderosa. Surpreendentemente, pode ser usada
como vantagem mesmo quando ndo é obvio que existam dois produtos de funcdes.

Quando realizando integracéo por partes, vocé deve ser capaz de integrar a parte que vocé
escolha como v. Faga uma tabela e complete todos os valores (Tabela 7.1).

Fazer atabela é um importante primeiro passo. Ajuda manter controle das substitui¢des que
vocé tem que fazer enquanto trabalha aformula

Naturalmerte, 0 Maple tem um comando no pacote student para gjuda-lo. E chamado
intparts. O exemplo seguinte mostra como trabal har uma integracéo simples a mao e depois
usando a gjuda do Maple.

Exemplo 7-3

Use a técnica de integragdo por partes para encontrar ¢ := ¢y/1- xdx.
Resolucgéo: Primeiro complete atabela 7.2

Databela, substitua na férmula para integragcéo por partes
>u*v —Int(v, u) = x*(-2/3* (1-x)" (3/2)) — Int(-2/3* (1-x)" (3/2), X);
3 3
uv- ¢ydu =- %x(l- X)z - () %(1 X)z dx

Tabela7.1
Integracéo de v
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Tabela 7.2

Tabela para exemplo 7-3

U=x dy =1 —x . dv

Uma vez que vocé compreende que d(1-x) = -dx, a integral na direita é reduzida a ¢v"dv.
O resultado €

3 4 5

- %x(l- x)E - E(1- X)z

Agora faremos 0 mesmo problema com a gjuda do Maple. O comando intparts requer duas
guantidades, a integral e a parte a ser diferenciada, dv.

>intparts(c, X);

3 3
- %x(l- X)Z - O %(1 X)2 dx
O o0 mesmo resultado que obtivemos pelo méodo manua. O Maple fez o trabaho
matemético de determinar u, du e dv, dado v. Redizou as substituicbes a apresenta
resultados em termos de um termo completamerte avaliado e uma nova integral. Se a

integracdo por partes der trabalho, a integral transformada deve ser mais facil de achar do
gue aintegral original.

J
O%dx.

Suavez. Ache, usando integragéo por artes,c :=

Resposta:

Exemplo 7-4

Pode ser necessario aplicar integracdo por partes mais de uma vez para avaiar
completamente a integral.

Aqui, usaremos a integragdo por partes para avaliar ¢ := ¢ e*sin(x)dx.
Resolucao:

> ¢l := intprts(c, sin(x));
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cl:= e*sin(x)- cpos(x)e*dx

Tivemos sucesso transformando uma integral contendo um termo seno em uma integra
contendo um termo coseno. N&o parece que nenhum progresso foi feito mas, vamos adiante
aplicando a integracdo por partes mais uma vez.

>c2 ;= intparts(l nt(exp(x)* cos(x), X), cos(X));

€2 := cos(X)€" - ¢y €'sin(x)dx
Vemos que o que aconteceu foi que apds duas aplicagbes da integracdo por partes a
integracao original reaparece. Equacionando estes resultados produzimos
OFsin(x)dx = e*sin(x) - cos(x)e* + ¢y e*sin(x)dx
Podemos construir esta equacdo das quantidades previamente nomeadas usando o comando
op para selecionar 0 primeiro termo de c2:
>0p :=c = 0p(1, cl) — expand(c2);

(e*sin(x)dx =e*sin(x) - cos(x)e” - ¢ €*sin(x)dx

Resolvendo a equacéo da integral temos:

>|nt(exp(x)*sin(x), xX) = solve(eq, Int(exp(X)*sin(x), x));

Cefsin(x)dx = % e*sin(x) - %cosj(x)eX

Dois pontos devem ser ressatados. Primeiro, nds usamos 0 canando expand para tirar o
sina negativo da integral. Enquanto n&o fizermos isso, o Maple vai tratar a integral em c2
como diferente da original, € o0 comando solve ndo vai funcionar. Também, perceba que nés
usamos 0 comando solve para resolver uma expressio complexa, a propria integral, ao
invés de buscar uma simples variavel, como temos feito na maioria dos casos até agora.

Ja gque carregamos o pacote student, o comando isolate esta disponivel, que permite uma
maneira ainda mais facil de resolver aintegral:

>isolate(eq, I nt(exp(x)*sin(x), X));

COe"sin(x)dx =%exsin(x) - %cos(x)eX

O isolate expressdo 0 resultado como uma equacdo, posicionando a quantidade que deve
ser isolada para o lado esquerdo da equacéo.

Suavez. Ache, usando integragcdo por partes, ¢ == (‘)COS(—XX)dX
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Resposta:

Vocé pode ter pensado no fato de termos ignorado a constante de integracdo quando
integramos dv para completar a parte da tabela no inicio do processo de integracdo por
partes. Esta questéo sera tratada em PP7-2.

Substituicdo Trigonométrica

A substituicdo trigonométrica € geralmente tratada como um topico separado em livros de
céculo. A Unica coisa diferente a respeito desta substituicéo é que a mudanca de variavel €
usada envolvendo uma funcdo trigonométrica. O método pode ser usado em certos casos de
fungdes algébricas assim como integrais puramente trigonométricas.

Exemplo7-5
Avdiec:= (\)«/% dx usando o método de substituicdo trigonométrica.
X +100

Resolugéo: Sendo x = 10 tan(g ). A integral setorna
>cl .= changevar (x = 10*tan(theta), c, theta);

o 10+10tan(q)?

—0
4/100tan(q)? +100
A integral parece complicada: Podemos ssimplificar o radical?

>c2 := amplify(cl, symboalic);

c2:= )/1+tan(g)’dq
Sua vez. Complete o problema, dado que (gec(q)dq = In(sec(q ) tan(q))

Fracoes Parciais
X2 -10x+21
x®-7x+6

trés fraghes. A técnica é chamada método de fracOes parciais.

Vocé recebe trés frages e tem que achar a soma, vocé forma um denominador comum e
soma. O método de frages parciais € 0 reverso do processo, que tem como objetivo achar
as trés fraghes originais. E desta forma a integra é reduzida em trés problemas mais
simples.

A integrd dx parece imponente, mas pode ser reescrita como a soma de
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O primeiro passo é fatorar o integrando, no que 0 Maple pose ser uma grande guda:
>el = (X" 2-10* x+21)/(x" 3-7* X+6);

x% - 10x+ 21

el = 3
X7 - 7X+6

>e2 ;= factor (el);

__ (x-3)(x- 7)
(x- 1)(x- 2)(x+3)
O fato do numerador de e2 ter sido fatorado ndo é tdo importante quanto fatorar o
denominador. Usando os fatores do denominador nds inventamos trés novas fracoes.

>e3 := A/(x-1)+B/(x-2)+C/(x+3);

A B C
+ +
x-1 Xx-2 XxX+3
Ja que €3 deve ser igua a €2, trazemos €3 a um denominador comum mais uma vez

>e4 ;= normal(e3);

AX® + AX- 6A+Bx* +2Bx - 3B +Cx” - 3Cx+2C

(x- 1lx- 2)(x+3)

O numerador de e4 deveria ser 0 mesmo numerador de €2. Logo, logo deveria ser 0 mesmo
de el. Podemos reunir os termos no numerador de e4 como uma preliminar para
equacionar -la no numerador de el:

e4 =

>e5 ;= collect(numer (e4), x);
€5 := (A+B+C)X +H-3C+2B+A)x+2C-3B-6A

Se as duas fragdes forem equivalentes, a expressdo €5 deve ser idéntica ao numerador de
el, entdo formamos a equacéo.

>e6 := e5 = numerel);

€6 := (A+B+C)X H-3C+2B+A)x+2C-3B-6" = »*-10x+21
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Esta equacdo deve ser uma identidade, pois deve ser verdadeira para qualquer escolha
possivel de x. Sendo ege o0 caso, podemos formar trés equagdes separadas equacionado 0s

coeficientes de X2, x e 0 termos constante,

>egl := A+B+C=1; eq2 := -3*C+2*B+A=-10; eq3 := 2*C-3*B-6*A = 21,
eql := A+B+C=1

eg2 .= -3C+2B+A=10

eq3 :=2C-3B-6A =21

Verifique estas equacdes cuidadosamente e compare co €6, pois reentramos os dados e é
importante nos prevenir de erros.

Temos trés equagdes e trés incognitas. A solugéo é
>sl :=solve({eql, eq2, eq3}, {A, B, C});
sl:={A=-3,C=3B=1}
Ja que vamos usar estes valores usamos 0 comando assign.
>assign(sl);
Agora estes valores estdo determinados para A, B e C, aexpressdo €3 &
>e3;
3 1 3
+ +
X-1 x-2 x+3

Agora apenas parater certeza podemos pedir ao Maple para somar as trés fragoes.
>nor mal(e3);

x? - 10x+21
(x— 1)(x— 2)(x+3)

Desta forma podemos verificar de €3 é idénticaa el.
O integrando original foi substituido por trés integrandos pois a integra de uma soma é
igual a somadas integrais:

>e7 :=Int(e3, xX) = Int(op(1, €3), X) + Int(op(2, €3), X)+Int(op(3, €3), X);

3+1+3dx=‘—3dx+0—‘1dx+0—‘3dx
x-1 x-2 x+3 Y x-1 X- 2 X +3
Desta vez, deixamos 0 Maple reaizar a expansdo ao invés de copiar 0s termos.

er= o
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Asintegrais em e7 sdo todas da forma Ol dx e logo sdo elementares. A integra €
X

>e8 := Int(e3, x)= int(e3, X);

. 3 1 3

Xx-1 x-2 x+3
3In(x1) +1In(x2) + 3 In(x+3)

Podemos confirmar o resultado por diferenciacéo:
>nor mal(diff(rhs(e8), x));

x% - 10x+21
(X- D(x- (x+3)

Esta é el com o denominador fatorado, logo a solugéo esté correta.

NOs incluimos 0 método de fracdes parciais € mostramos a solugcdo passo a passo hao
simplesmente por conta da utilidade da técnica, mas porque ela apresenta a oportunidade
de utilizar o Maple para uma variedade de manipulacbes algéoricas. E importante lembrar
gue alguém com experiéncia o bastante pode usar a conversdo do Maple para o comando de
fracéo parcial

>convert(el, parcfrac, x);

3 1 3
- + +

X-1 x-2 x+3

Isto completa a conversao em apenas um passo.
Exemplo 7-6
Ache a antiderivada de
>e10 := (4*x+4)/((x" 3+4*X));
4x+4
X3 +4x
Resolucdo: A dificuldade deste exemplo € tentar achar fatores aceitaveis do denominador

sem entrar na &rea dos nlimeros complexos. E uma boa idéia tentar uma solucdo no papel
antes de olhar para a resolucéo a seguir.

el0 =
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A solucdo para a situagdo de ter um quadrético irredutivel no denominador € escrever as
~ A Bx+C

duas fragbes como —+—;

X X +4

a menos que o denominador. Para economizar tempo e espaco, agora que conhecemos 0
método, podemos usar convert:

>el1 := convert(el0, parcfrac, x);

; isto &, generaizar 0 numerador, mas sempre o fad um grau

el = L4 XH4

X X“+4
O segundo integrando € facilmente transformavel em dois integrandos adicionais. O
primeiro na forma 1/u( pela transformac u = x?, e 0 segundo se refere a substituicdo

trigonométrica).

A integra e
>Int(e10, x) = int(ell, x);

SAXEE G In(x)- %In(x2+4)+23rctan€%x9
e

3
X" +4x [}
Vocé pode ver como simples integrando se transformam em integrais complicadas.

3x+2

Suavez. Ache aantiderivada de elyt := ( - )2 pelo método de fragOes parciais.
X\X°+2

Resposta:

Nota: Este é um problema dificil. O Maple pode fazer a integracdo sem ajuda?

| ntegracado Numeérica

Vocé viu no capitulo 5 como retangulos podem ser usados para aproximar a area abaixo de
uma curva f(x). Isto forma a base da abordagem mais smples de encontrar a aproximacéo
numeérica da area abaixo de uma curva. Se formarmos retangulos cujas aturas por f(x) ao
centro de cada interval o, estamos usando a regra do ponto médio para integracdo numérica.
Lembre-se que o comando do Maple que aplica esta regra € >value(middlesum(f(x), x = a ..
b));. Esta é a abordagem mais direta para integracdo numerica.

Uma regra um pouco mais elaborada para integracdo numeérica é baseada em formar
trapézios ao invés de reténgulos. O intervalo x = a.. b é dividido em n regides iguais assim
como antes, SO que desta vez um trapézio é formado pela juncdo dos pontos onde as linhas
verticais intersecionam f(x) com uma linha reta. I1sto significa que f(x) é aproximado por n
segmentos de linha reta e no processo trapézios sdo formados.
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Exemplo 7-7

Derive aformula para a aproximagdo da area abaixo da curva pela regra do trapézio.

Resolucéo Divida o intervalo x = a .. b em n regifes iguais. Que sga h = b - 25
n

comprimento de qualquer destes subintervalos, e construa as linhas verticais até a funcéo
f(x). A &reade um trapézio é = (h(y| +yi+1)) ondeyi e yi=1sa0 as aturas correspondentes

a f(xi) e f(xi+1) (quaisquer duas linhas verticais adjacentes que forem formadas pela
subdivisdo do intervalo x = a .. b).

f(x)dx»hae/ tyL, Ylty2 y2+y3  yn-1+yng
2 2 2 g

Todos menos o primeiro e o ultimo termos 2 yO e yn, aparecem duas vezes. Juntando estes
termos, asoma e

Somando todos os trapézios, Q

ae/0;y1+ yl+y2 y2+y3 ~ yn-1+yng_ hc;y0+2a y'+y” 27D

b

A f (X)dx .

Q F(Jax> he 2 2 2 5
Exemplo 7-8

1 2
Aproxime a Integra (;ja'x dx usando a regra do trapézio e subdividindo o intervalo de
integracéo em 100 partes.
Resolugdo: Aplique a regra do trapézio. Equagdo %1, com h = 0.01. Temos que expressar
as constantes nas exponenciais como numeros decimais, ou envolver o comando evalf no
comando todo. De qualquer forma, isto faz com que as exponenciais sejam avaliadas como
ndmeros decimais.
>evalf(0.01.2* (exp(-0" 2)+2* sum(exp(-(x/100)" 2), x = 1 .. 99)+exp(-1"2)));
.7468180010

Nenhum dos métodos de integracdo discutidos até agora neste livro parece poder resolver

1 2
@9‘ * dx andliticamente. Vejamos se 0 Maple sabe como faze-lo.
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>int(exp(-x*2),x=0.. 1);

%erf WP

Este caso onde o Maple reporta um resultado, mas a funcdo ndo € eementar. Uma
referéncia € dada se vocé recorrer a pagina do help para esta funcdo (?erf). Ndo vamos
discutir esta fungdo mais a fundo aqui, mas podemos pedir ao Maple o valor da integral
usando evalf.

>evalf(int(exp(-x*2), x =0.. 1));
.7468241330
A aproximacdo numerica da integral achada usando a regra do trapézio com h = 100 , e

precisdo de 5 casas decimais. Talvez vocé queira checar a precisdo usando middlesum com
100 retangulos na mesma integral.

P o
Sua vez.Use aregra do trapézio co h = 100 para aproximar (§ &)EX) dx. Qual a precisdo da

regra do trapézio neste caso?

Resposta:

Regra de Simpson

Ao inveés de aproximar o grafico de f(x) com segmentos de linhas retas, poderiamos usar
pequenas partes de pardbolas que sdo seqiencia mente arranjadas em grupos de trés pontos
( Ao necessarios trés pontos para definir uma parabola). Um agrupamento representativo
sS40 os trés pontos f(x), f(x+h), e f(x+2h). A regra de Simpson usa este agrupamento para
encaixar uma pardbola numa curva f(x) e f(x+2h), f(x+3h) e f(x+4h)para encaixar outra
parabola na proxima parte da curva f(x). A regra de Simpson resulta de achar a formula da
soma de todas estas partes de pardbolas. E similar & regra do trapézio, porém um pouco
mais complicada.

Regra de Simpson:

b

Qf(x)dx»g(y0+ Ayl+2y2+4y3+2y4+..+2yn- 2+4yn-1+yn) (7-2)

Os vdores de y tem 0 mesmo significado no caso da formula do trapézio. A férmula diz
para dividir o intervalo em um ndimero par de interval os, some os valores finais, f(a) e f(b),
a quatro vezes a funcdo avaiada nos nimeros de y impares e duas vezes a funcdo avaiada
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nos nimeros de y pares; entdo multiplique todo o resultado por h/3. Agora vocé vé porque
as férmulas sGo bem mais Uteis que palavras na maioria dos casos! Sao0 necessarias

Muito mais palavras para descrever a mesma idéia, mas aqui, a idéia chave é pegar quatro
vezes o0s vaores funcionais impares e duas vezes os vaores funcionais pares.
Surpreendentemente, unindo as informagdes desta forma produz um resultado mais preciso.

Exemplo 7-9

1 2
Aproxime a integral @e‘x dx usando a regra de Simpson e subdividindo o intervalo de
integracéo em 100 partes.

Resolucdo: € a mesma situacdo do exemplo anterior, exceto que desta vez, a regra de
Simpson deve ser usada.

>0.01/3* (exp(-0" 2)+4* sum(exp(-((2* x+1)/100.)" 2), x = 0 .. 49)+2* sum
(exp(-((2¥x)/100.)"2), x = 1... 49)+exp(-1."2));

. 1468241324

O resultado tem precisdo de 8 casas decimais, quase 0 dobro da regra do trapézio, sO sdo
necessarios alguns calculos amais.

P o

Sua vez.Use a regra de Simpson com h = 100 para aproximar sin() dx.Qua a precisio
= X

da integracdo numérica deste caso?

Resposta:

O Maple usa uma combinacdo de andlises e técnicas numéricas quando vocé pede para
fornecer uma resposta numérica de uma integral. VVocé deveria fazer o mesmo. Se vocé tem
gue avaliar uma integral, primeiro pergunte se a integral pode ser expressada
simbolicamente. Se ndo for possivel, vocé deve plotar o integrando, novamente para ter a
melhor visualizagdo possivel do problema. Ai vocé pode aplicar aintegracdo numérica com
confianca.

Exercicios de Papel e Lapis
PP7-1

Ja que este capitulo trata de usar o Maple para redizar integragdes, ndo ha grande
necessidade de papel |apis, entdo estes exercicios sdo poucos. Para dar uma idéia da
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quantidade de trabalho numérico que tem que ser feito, realize a regra de Simpson a méo na
integral

Tabela 7.3
Integracéo por partes sem constante de integragao.

v = arctan(x) dv=x
GrX W=
du =
3 e

4
©4x- x* +3usando apenas 5 pontos (h=1). Compare a sua resposta numérica com o valor
que vocé calcular smbolicamente e avaiando a antiderivadaemx =0ex = 4.

Resposta:

PP7-2

Quando aplicando a formula de integracdo por partes, a constante de integragdo é
geramente ignorada quando achando a antiderivada de dv. Tente integrar ¢ =
Oxarctan(x)dxpor partes, com u = arctan(x) e dv = x. Complete a tabela 7.3 e veja onde

consegue chegar na solucgéo.
Agora tente integracdo por partes usando a constante de integracdo. Use atabela 7.4

V océ percebe que pode fatorar a expressdo para v logo simplificando o problema? Qual é a
integral.

Resposta:
Tabela7.4
Integracdo por partes com a constante de integracao.
u = arctan|x) dv = x
dx a 1

]
C.IU=--— e I -
1432 T
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PP7-3
Reduza integral a uma forma mais smples pelo método indicado. Ndo ha necessidade de
redizar a integracdo a mao.

€) Oxf’—’il dx, substituico u=x?+1 Resposta:
(b) Qp"\/4+e* dx, substituicho: u = 2+e” Resposta:
(©) (In(x)dx, Integracéo por partes Resposta:
(d) ¢xarctan(x)dx, integragdo por partes Resposta:
() (tan( X)? dx, substituicdo trigonométrica Resposta:

) (‘)%dx, Substituicdo trigonométrica: x = sin(q)
1- x

—

Resposta:

MapleLab

ML7-1
Use intparts para integrar ¢ = cyxarctan(x)dx. Tavez vocé tenha que resolver uma

equacdo contendo uma integral. Forneca a resolucdo completa e descreva todos os passos
aqui:

Resposta:

ML7-2: Regra do Trapézio

(@) Derive a formula do trapézio cuja base, h, se posiciona ao longo do eixo x e cujas
aturas sdo y1 e yo.

Resposta:
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Figura 7.1 Encaixando uma quadratica ao topo das trés aturas yl, ym, yr.
(b)Use aregra do trapézio com 100 intervalos para integrar In(In(x)), x = 10 .. 20.

Resposta:

(c)Use 0 Maple para redlizar a mesma integracdo. Qual a porcentagem de erro usando (b)?

Resposta:

ML7-3: A regra de Simpson

(a)Encaixe o quadrético Ax*+Bx+C aos trés pontos (-h, y1), (0, ym) e (h, yr), onde yl, ym
e yr sdo as dturas da fungdo f(x) em trés pontos igualmente espacados (Figura 7.1).
Determine os coeficientes A, B e C subgtituindo os trés pontos conhecidos na forma
quadrética e resolvendo as equagdes resultantes de A, B e C. Resuma seu méodo de
solucéo aqui.

Resposta:
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(b)Ache a area abaixo da curva definida em (a).

Resposta:

(c)Relina um numero de &eas como a de (b) para derivar a férmula para a regra de
Simpson.

Resposta:

(d)Construa o comando do Maple para aproximar éoln(ln( X)) dx.

Resposta:

(e)Avaie o comando em (d) para fornecer um resultado numérico.

Resposta:

(f)Compare a precisdo da regra de Simpson com a regra do trapézio para esta integral.

Resposta:




